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Pro gradu -tutkielma Syyskuu 2015 37 s.
homotopia, homotopiaryhmä, pallo, Freudenthalin suspensio, Hopﬁn kuvaus
Kumpulan tiedekirjasto
Tutkielmassa esitetään ja todistetaan joitain pallojen homotopiaryhmiä koskevia tuloksia. Avaruu-
den X n:s homotopiaryhmä pin(X) määritellään kuvausten S
n → X homotopialuokkien joukkona.
Ensimmäistä homotopiaryhmää voisi havainnollistaa kuminauhalenkillä avaruuden pinnalla. Kaksi
lenkkiä on homotooppiset, jos ne voidaan pintaa pitkin liu'uttamalla muuttaa toisikseen.
Tutkielman alussa esitetään tarvittavat homotopiateorian määritelmät ja lauseet. Tämän jälkeen
tutkitaan ympyrän homotopiaryhmiä. Ympyrän ensimmäinen homotopiaryhmä, eli perusryhmä, on
isomorﬁnen kokonaislukujen ryhmän kanssa, kun taas korkeampiulotteiset homotopiaryhmät ovat
nollaryhmiä. Osoitetaan myös, että korkeampiulotteisten pallojen ensimmäinen homotopiaryhmä
on nollaryhmä.
Ensimmäinen päätulos on Freudenthalin suspensiolause palloille. Avaruuden X suspensio määri-
tellään olemaan avaruus SX, kun avaruuden X ylä- ja alapuolille liitetään kartiot, joiden pohja
on X. Erityisesti siis pallon suspensio on yhtä astetta korkeampiulotteinen pallo, Tämän avulla
saadaan määriteltyä kuvaus S : pii(X) → pii+1(SX). Kun X on pallo ja näitä kuvauksia laitetaan
peräkkäin, saadaan kuvausten jono, jossa sekä pallon ulottuvuus, että homotopiaryhmän järjes-
tysluku kasvavat aina yhdellä. Freudenthalin suspensiolauseen nojalla tässä jonossa ryhmät ovat
tietystä ryhmästä alkaen isomorﬁsia, joten ryhmien laskemiseksi riittää laskea alkupään tyhmät.
Tämän avulla osoitetaan, että n-ulotteisen pallon n:s homotopiaryhmä on kokonaislukujen ryhmä,
ja että tätä alempiasteiset ryhmät ovat nollaryhmiä.
Toinen päätulos on osoittaa Hopﬁn kuvauksen p : S3 → S2 avulla, että pi3(S2) on isomorﬁnen ko-
konaislukujen ryhmän kanssa. Tämä ryhmä voidaan ajatella olemaan Hopﬁn kuvauksen virittämä.
Tämä Heinz Hopﬁn vuonna 1931 löytämä kuvaus oli ensimmäinen kuvaus korkeampiulotteiselta
pallolta matalampiulotteiselle, joka ei ole homotooppinen vakiokuvauksen kanssa, eli sitä ei voida
liu'uttaa pois pallon S2 päältä. Tämä kumosi siis oletuksen, että ryhmät pii(S
n) ovat nollaryhmiä,
kun i > n.
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Algebrallinen topologia voidaan karkeasti määritellä olemaan algebrallisten kuvien muo-
dostamista topologisista avaruuksista. Homotopiaryhmät ovat yksi esimerkki tällaisista
kuvista.
Pallojen homotopiaryhmät ovat kiehtovia muun muassa siksi, että pallo on hyvin yk-
sinkertainen avaruus, mutta sen homotopiaryhmät ovat hyvin monimutkaisia ja vaikeasti
laskettavia. Kaikkia ryhmiä ei ole saatu laskettua, eikä mitään mullistavaa ole näköpiiris-
sä.
Avaruuden X homotopiaryhmät määritellään kuvausten f : Sn → X homotopialuok-
kina. Ensimmäistä homotopiaryhmää voisi havainnollistaa kuminauhalenkillä avaruuden
pinnalla. Kaksi lenkkiä on homotooppiset, jos ne voidaan pintaa pitkin liu'uttamalla muut-
taa toisikseen.
Yksiulotteisen pallon eli ympyrän tapauksessa lenkin voi kiertää kumpaankin suun-
taan mielivaltaisen määrän kertoja. Vaikuttaa varsin ilmeiseltä, että kun kuminauha on
kiedottu ympyrän ympärille, sen kierroslukua ei voida muuttaa ottamatta sitä pois ym-
pyrältä. Toisaalta kaksi saman määrän kierroksia tekevää, mutta mahdollisesti erilaisia
mutkia tekevää, lenkkiä voidaan aina muuntaa toisikseen. Ympyrän ensimmäinen homo-
topiaryhmä pi1(S
1) on siis isomorﬁnen ryhmän Z kanssa.
Tutkielman alussa määritellään homotopiaryhmät ja mainitaan joitain niitä koskevia
yksinkertaisia lauseita. Sen jälkeen todistetaan jo edellä heuristisesti todistettu tulos ym-
pyrän ensimmäisestä homotopiaryhmästä. Osoitetaan myös, että ympyrän korkeammat
homotopiaryhmät pii(S
1) = 0, kun i > 1, sekä korkeampiulotteisten pallojen Sn ensim-
mäiset homotopiaryhmät pi1(S
n) = 0, kun n > 1. Korkeampiulotteisilla palloilla kaksi
kuminauhalenkkiä on siis aina mahdollista liu'uttaa toisikseen.
Tutkielman ensimmäinen päätulos on Freudenthalin suspensiolause pallojen homoto-
piaryhmille. Avaruuden X suspensio määritellään olemaan avaruus SX, kun avaruuden
X ylä- ja alapuolille liitetään kartiot, joiden pohja on X. Erityisesti siis SSn = Sn+1.
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Tämän avulla saadaan määriteltyä kuvauksen f : X → Y suspensio Sf : SX → SY .
Jos f : Si → X, saadaan siis kuvaus Sf : Si+1 → SX, joten voidaan määritellä ku-
vaus S : pii(X)→ pii+1(SX), jolla kuvauksen f homotopialuokka kuvautuu kuvauksen Sf
homotopialuokalle. Jos X = Sn, saadaan siis jono
pii(S
0)→ pii+1(S1)→ pii+2(S2)→ · · · .
Freudenthalin suspensiolauseen mukaan tässä jonossa kuvaukset ovat tietystä pisteestä
alkaen isomorﬁsmeja, joten ryhmien laskemiseen tarvitsee laskea vain alkupään ryhmät.
Tämän avulla osoitetaan, että pii(S
n) = 0, kun i < n ja pin(S
n) ∼= Z kaikilla n > 0.
Toinen päätulos on osoittaa Hopﬁn kuvauksen p : S3 → S2 avulla, että pi3(S2) on
isomorﬁnen ryhmän Z kanssa. Tämä ryhmä voidaan ajatella olemaan Hopﬁn kuvauk-
sen virittämä. Tämä Heinz Hopﬁn vuonna 1931 löytämä kuvaus oli ensimmäinen kuvaus
korkeampiulotteiselta pallolta matalampiulotteiselle, joka ei ole homotooppinen vakioku-
vauksen kanssa, eli sitä ei voida liu'uttaa pois pallon S2 päältä. Tämä kumosi siis oletuk-
sen, että ryhmät pii(S
n) = 0, kun i > n. Tämä avasi kokonaan uuden tutkimuskohteen, eli





Tässä luvussa esitellään tutkielmassa käytettäviä merkintöjä ja homotopiaryhmien perus-
tuloksia. Todistukset pääasiassa sivuutetaan, mutta ne löytyvät jokaisesta homotopiateo-
rian perusteita käsittelevästä kirjasta, esim. Hatcher: Algebraic Topology.
Merkintöjä 2.1. Jatkossa oletetaan aina, että X, Y ja Z ovat topologisia avaruuksia ja
topologisten ryhmien välisellä kuvaksella tarkoitetaan aina jatkuvaa kuvausta. Jos avaruu-
det X ja Y ovat homeomorﬁset, merkitään X ≈ Y ja jos ryhmät A ja B ovat isomorﬁset,
merkitään A ∼= B. Käytetään myös avaruuden Rn yksikköpallosta, -kiekoista ja -kuutiosta
seuraavia merkintöjä:
Sn = {x ∈ Rn+1 : |x| = 1}
Bn = {x ∈ Rn : |x| < 1}
Dn = {x ∈ Rn : |x| ≤ 1}
In = [0, 1]n
Määritelmä 2.2. Kuvaukset f, g : X → Y ovat homotooppiset, jos on olemassa kuvaus
H : X × [0, 1] → Y , jolla H(x, 0) = f(x) ja H(x, 1) = g(x) kaikilla x ∈ X. Merkitään
f ∼ g. Kuvausta H kutsutaan homotopiaksi ja merkitään H : f ∼ g. Merkitään myös,
että Ht : X → Y on kuvaus, jolla Ht(x) = H(x, t) kaikilla x ∈ X. Sanotaan, että kuvaus
f : X → Y on nollahomotooppinen, jos se on homotooppinen vakiokuvauksen kanssa.
Lause 2.3. Kuvausten homotooppisuus on ekvivalenssirelaatio.
Määritelmä 2.4. Olkoot X1 . . . , Xn ⊂ X ja Y1 . . . , Yn ⊂ Y . Kuvauksella
f : (X,X1 . . . , Xn)→ (Y, Y1, . . . , Yn)
tarkoitetaan kuvausta f : X → Y , jolla f(Xi) ⊂ Yi kaikilla i = 1 . . . n. Kaksi tällaista
kuvausta f ja g ovat homotooppiset, jos on olemassa homotopia H : f ∼ g, jolla Ht(Xi) ⊂
Yi kaikilla i = 1 . . . n ja t ∈ [0, 1].
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Määritelmä 2.5. Erikoistapaus yllä olevasta ovat kantapisteavaruudet. Jos x0 ∈ X, niin
paria (X, x0) sanotaan kantapisteavaruudeksi, kantapisteenä x0. Kahden kantapisteava-
ruuden välisen kuvauksen pitää siis viedä kantapiste kantapisteelle.
Määritelmä 2.6. Avaruus X on kutistuva, jos identtinen kuvaus idX : X → X on nolla-
homotooppinen. Kantapisteavaruus on kantapistekutistuva, jos idX on nollahomotooppi-
nen rel x0.
Määritelmä 2.7. Olkoon n ≥ 0 ja x0 ∈ X. Jos n = 0, tulkitaan, että I0 on yhden pisteen
joukko ja sen reuna on tyhjä. Olkoon F n(X, x0) kaikkien kuvausten
f : (In, ∂In)→ (X, x0)
joukko. Määritellään n:s homotopiajoukko joukon F n(X, x0) homotopialuokkien joukkona
pin(X, x0) = {[f ] : f ∈ F n(X, x0)}.
Kun n > 0, joukossa F n(X, x0) voidaan määritellä yhteenlasku kaavalla
(f + g)(t) =
{
f(2t1, t2, . . . , tn) kun 0 ≤ t1 ≤ 12
g(2t1 − 1, t2, . . . , tn) kun 12 ≤ t1 ≤ 1
Lause 2.8. Joukko pin(X, x0) on ryhmä laskutoimituksella [f ] + [g] = [f + g], kun n > 0.
Alkion [f ] käänteisalkiona on tällöin [−f ], missä kuvauksen −f ∈ F n(X, x0), jolla
g(x1, x2, . . . , xn) = f(1− x1, x2, . . . , xn).
Lause 2.9. Ryhmä pin(X, x0) on Abelin ryhmä, kun n > 1.
Tapauksessa n = 0 joukon F 0(X, x0) kuvaukset ovat siis kuvauksia pisteeltä avaruu-
teenX, ja ne ovat homotooppisia, jos niiden kuvapisteet ovat samassa avaruudenX polku-
komponentissa. Siis pi0(X, x0) on avaruuden X polkukomponenttien joukko. Tapauksessa
n = 1 joukon F 1(X, x0) kuvaukset ovat polkuja, jotka alkavat ja päättyvät pisteeseen x0.
Ryhmää pi1(X, x0) kutsutaan myös avaruuden X perusryhmäksi.
Määritelmä 2.10. Jos pii(X, x0) = 0 kaikilla i ≤ n, sanotaan, että avaruus on n-
yhtenäinen. Havaitaan, että 0-yhtenäinen on sama kuin polkuyhtenäinen.
Lemma 2.11. Jos X on yhdesti yhtenäinen ja α, β : (I, 0, 1) → (X, x0, x1) eli α ja β
ovat polkuja, joilla α(0) = β(0) ja α(1) = β(1), niin α ∼ β.
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Esimerkkejä 2.12. (1) Olkoon (X, x0) normiavaruuden konveksi osajoukko. Tällöin
pin(X, x0) = 0 kaikilla n > 0. Kuvauksen f ja vakiokuvauksen cx0 väliseksi homotopiaksi
voidaan valita janahomotopia H,
H(x, t) = (1− t)f(x) + tx0.
(2) Yleisemmin kaikilla kantapistekutistuvilla avaruuksilla (X, x0) pätee pin(X, x0) = 0.
Homotopiaksi H voidaan valita identtisen kuvauksen pisteeksi kutistava homotopia H ′
yhdistettynä kuvaukseen f :
H(x, t) = H ′(f(x), t).
(3) Olkoon f : (Y, y0)→ (Sn, e1). Jos −e1 /∈ fY , niin f on nollahomotooppinen. Homoto-
piaksi voidaan valita janahomotopia työnnettynä pallon pinnalle:
H(y, t) = ((1− t)f(y) + te1)/|(1− t)f(y) + te1)|.
Palloa voidaan venyttää siten, että mikä tahansa piste x 6= x0 siirtyy kantapisteen x0
vastakkaiselle puolelle, joten mikä tahansa kuvaus, joka välttää yhden pisteen, on nolla-
homotooppinen.
Vaihtoehtoisesti pin(X, x0) voidaan määritellä kuvausten
f : (Sn, e1)→ (X, x0)
homotopialuokkien joukkona. Tällöin f + g on kuvaus
Sn → Sn ∨ Sn → X,
missä pallo Sn kuvataan yhden pisteen yhdisteeksi kahdesta pallosta kutistamalla Sn−1 =
{x ∈ Sn | xn+1 = 0} ⊂ Sn pisteeksi ja tämän jälkeen pallot kuvataan kuvauksilla f ja g
avaruudelle X siten, että yhteinen piste kuvautuu pisteelle x0. Alkion [f ] käänteisalkiona
on tällöin [f ◦ p], missä p on viimeisen koordinaatin peilaus.
Homologiaryhmiä laskettaessa hyödyllinen käsite on relatiivinen homologiaryhmäHn(X,A)
muun muassa sen avulla saatavan eksaktin jonon ansiosta. Pyritään määrittelemään vas-
taavanlainen käsite homotopiateorian puolelle.
Määritelmä 2.13. Olkoon n > 0, A ⊂ X ja x0 ∈ A. Olkoon In = [0, 1]n yksikkökuutio,
In−1 sen pohjasivu ja Jn−1 yhdiste muista sivuista eli
In−1 = [0, 1]n−1 × {0}
Jn−1 = ∂In \ In−1
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Olkoon F n(X,A, x0) kaikkien kuvausten
f : (In, In−1, Jn−1)→ (X,A, x0)
joukko. Määritellään n:s relatiivinen homotopiajoukko joukon F n(X,A, x0) homotopia-
luokkien joukkona
pin(X,A, x0) = {[f ] : f ∈ F n(X,A, x0)}.
Lause 2.14. Joukko pin(X,A, x0) on ryhmä laskutoimituksella [f ]+[g] = [f+g] ja kääntei-
salkiolla −[f ]=[−f ], kun n > 1, missä f+g ja −f ovat määritelty samoin, kuin tavallisen
homotopiaryhmän tapauksessa.
Lause 2.15. Ryhmä pin(X,A, x0) on Abelin ryhmä, kun n > 2.
Havaitaan, että
(In/Jn−1, In−1, Jn−1) ≈ (Dn, Sn−1, e1)
joten pin(X,A, x0) voidaan määritellä myös kuvausten
f : (Dn, Sn−1, e1)→ (X,A, x0)
homotopialuokkien joukkona. Tällöin f + g on kuvaus
Dn → Dn ∨Dn → X,
missä kiekkoDn kuvataan yhden pisteen yhdisteeksi kahdesta kiekosta kutistamallaDn−1 =
{x ∈ Dn | xn = 0} ⊂ Dn pisteeksi ja tämän jälkeen kiekot kuvataan kuvauksilla f ja g
avaruudelle X siten, että yhteinen piste kuvautuu pisteelle x0.
Relatiivisen homotopian määritelmä yhtyy tavallisen (absoluuttisen) homotopian mää-
ritelmän kanssa, kun A = x0. Siis pin(X, x0, x0) = pin(X, x0).
Määritelmä 2.16. Olkoon f : (X,A, x0) → (Y,B, y0) ja n ∈ N. Määritellään kuvaus
f∗ : pin(X,A, x0)→ pin(Y,B, y0) kaavalla f∗([g]) = [f ◦ g], kun g ∈ F n(X,A, x0).
Lause 2.17. Kuvaus f∗ on hyvin määritelty, ja jos n > 1 tai A = x0 ja n > 0, niin se
on homomorﬁsmi.
Lause 2.18. Olkoon f : (X,A, x0) → (Y,B, y0) ja g : (Y,B, x0) → (Z,C, z0). Tällöin
(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.
Määritelmä 2.19. Kuvaus f : (X,A, x0) → (Y,B, y0) on homotopiaekvivalenssi, jos on
olemassa kuvaus g : (Y,B, y0) → (X,A, x0) siten, että kuvaukset g ◦ f ja f ◦ g ovat
homotooppisia identtisten kuvausten kanssa.
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Lause 2.20. Homotopiaekvivalenssin indusoima kuvaus on isomorﬁsmi.
Lause 2.21. Oletetaan, että x0, x1 ∈ X ja on olemassa polku ϕ : I → X, jolla ϕ(0) = x0
ja ϕ(1) = x1, eli x0 ja x1 kuuluvat samaan avaruuden X polkukomponenttiin. Tällöin ϕ
indusoi isomorﬁsmin ϕ∗ : pin(X, x1) → pin(X, x0) kaikilla n > 0. Samoin, jos x0, x1 ∈
A kuuluvat samaan joukon A polkukomponenttiin, niin polku indusoi isomorﬁsmin ϕ∗ :
pin(X,A, x1)→ pin(X,A, x0).
Jos X on polkuyhtenäinen, voidaan siis merkitä lyhyemmin pin(X, x0) = pin(X) ja jos
A on polkuyhtenäinen, pin(X,A, x0) = pin(X,A). On kuitenkin huomattava, että polun




Seuraavassa tutkitaan yksikköympyrän S1 homotopiaryhmiä. Käytetään apuna peiteku-
vausta p : R→ S1, jossa R kierretään ympyrän ympärille.
Määritelmä 3.1. Kuvaus p : X → Y on peitekuvaus, jos
(1) p on surjektio
(2) jokaisella pisteellä y ∈ Y on sellainen ympäristö V , että p−1V voidaan lausua
muodossa p−1V =
⋃{Uj : j ∈ J}, jossa joukot Uj ovat erillisiä ja avoimia ja p kuvaa
jokaisen joukon Uj homeomorﬁsesti ympäristölle V . Tällöin V on pisteen y peiteympäristö
kuvauksen p suhteen.
Esimerkkejä 3.2. (1) Homeomorﬁsmi on peitekuvaus.
(2) Suoran R ympyrän S1 ympärille kiertävä kuvaus p : R→ S1, jolla p(x) = e2piix =
(cos2pix, sin2pix) on peitekuvaus: Olkoon y = eiϕ0 ∈ S1, missä 0 ≤ ϕ0 < 2pi. Merkitään x =
ϕ0/2pi ∈ R, jolloin p−1(y) = x+Z = {x+n | n ∈ Z}. Pisteen y peiteympäristöksi voidaan
valita esimerkiksi puoliympyrä V = {eiϕ | |ϕ−ϕ0| < pi/2}, sillä p−1V on yhdiste erillisistä
väleistä Un =]x + n − 1/4, x + n + 1/4[, ja p kuvaa kunkin joukon Un homeomorﬁsesti
joukolle V .
Määritelmä 3.3. Olkoot g : X → Y ja f : Z → Y . Sanotaan, että f˜ : Z → X on









Lause 3.4. Olkoon X kompakti metrinen avaruus ja D avaruuden X avoin peite. Tällöin
on olemassa sellainen λ > 0, että jos Y ⊂ X ja läpimitta d(Y ) < λ niin on olemassa
U ∈ D, jolla Y ⊂ U .
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Todistus. Jos jollain U ∈ D pätee U = X, väite on selvä. Oletetaan, että näin ei ole.
Koska X on kompakti, peitteellä D on äärellinen osapeite {U1, . . . , Un} ⊂ D. Jokaisella







Koska f on kompaktissa joukossa jatkuva, sillä on pienin arvo δ. Olkoon x ∈ X. Koska
x ∈ Ui jollain i, niin d(x,Ci) > 0, joten f(x) > 0. Siis δ > 0. Olkoon Y ⊂ X, jolla
d(Y ) < δ. Valitaan y ∈ Y . Koska f(y) > δ, on olemassa i, jolla d(y, Ci) > δ. Mutta nyt
Y ∩ Ci = ∅, joten Y ⊂ Ui. Voidaan valita λ = δ.
Jokaista lukua λ > 0, joka toteuttaa edellisen lauseen ehdot, kutsutaan peitteen D
Lebesguen luvuksi. Osoitetaan seuraavaksi, että ainakin tietyillä oletuksilla, jos p : X → Y
on peitekuvaus ja f : Z → Y , niin kuvauksella f on olemassa yksikäsitteinen p-nosto.
Käytetään tätä nostoa hyväksi tutkittaessa ympyrän homotopiaryhmiä.
Lause 3.5. Olkoon p : X → Y peitekuvaus, x0 ∈ X, f : Z → Y , z0 ∈ Z ja f(z0) = p(x0).
Lisäksi oletetaan, että yksi seuraavista ehdoista on voimassa:
(1) Z on yhtenäinen ja fZ sisältyy johonkin peiteympäristöön.
(2) Z = I ja z0 = 0.
(3) Z = In jollain n > 1 ja z0 = 0.
Tällöin kuvauksella f on täsmälleen yksi sellainen p-nosto f˜ : Z → X, että f˜(z0) = x0.
Todistus. (1) Olkoon V ⊂ Y peiteympäristö, joka sisältää joukon fZ. Olkoon p−1V =⋃{Uj : j ∈ J} kuten peitekuvauksen määritelmässä. Koska fZ ⊂ V , niin x0 ∈ p−1V , joten
voidaan valita k ∈ J , jolla x0 ∈ Uk. Koska p määrittelee homeomorﬁsmin pk : Uk → V ,
voidaan määritellä jatkuva kuvaus f˜ : Z → X asettamalla f˜(z) = p−1k (f(z)). Selvästi f˜
on vaadittu nosto.
Oletetaan, että myös f ∗ : Z → X on kuvauksen f nosto, jolla f ∗(z0) = x0. Koska
pf ∗Z = fZ ⊂ V , niin f ∗Z ⊂ p−1V . Lisäksi x0 ∈ f ∗Z, joten f ∗Z ∩ Uk 6= ∅. Koska Uk
ja p−1V \ Uk ovat avoimia ja erillisiä ja f ∗Z on yhtenäisen joukon kuvana yhtenäinen,
se ei voi leikata molempia. Siis f ∗Z ⊂ Uk. Kun z ∈ Z, niin f ∗(z) = p−1k (pk(f ∗(z))) =
p−1k (f(z)) = f˜(z), joten f
∗ = f˜ . Siis f˜ on yksikäsitteinen.
(2) Olkoon f : I → Y . Joukot f−1V muodostavat välin I avoimen peitteen, kun V
käy läpi kaikkien pisteiden y ∈ Y peiteympäristöt. Valitaan tälle peitteelle Lebesguen
luku λ > 0. Jaetaan I osaväleihin ∆i = [ai−1, ai], joiden pituudet ai − ai−1 < λ. Tällöin
jokainen f∆i sisältyy johonkin peiteympäristöön V . Kohdan (1) nojalla on täsmälleen
yksi sellainen kuvauksen f |∆1 nosto f˜1, että f˜1(0) = x0. Samoin toisella osavälillä ∆2 on
täsmälleen yksi sellainen kuvauksen f |∆2 nosto f˜2, että f˜2(a1) = f˜1(a1). Jatkamalla näin
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pala palalta saadaan konstruoiduksi kuvausten f |∆i nostot f˜i : ∆i → X, jotka yhdessä
muodostavat halutun yksikäsitteisen noston f˜ : I → X.
(3) Olkoon f : In → Y . Kuten edellä, valitaan peiteympäristöjen alkukuvien f−1V
muodostamalle peitteelle Lebesguen luku λ > 0. Jaetaan In tasakokoisiin n-kuutioihin
Q1, . . . , Qm, joiden läpimitta on pienempi kuin λ. Aloitetaan kuutiosta Q1, joka sisältää
pisteen 0. Tapauksen (1) nojalla on olemassa täsmälleen yksi sellainen kuvauksen f |Q1
nosto f˜1, että f˜1(0) = x0.
Jatketaan tutkimalla yksitellen jo tutkitun alueen viereisiä kuutioita, joiden leikkaus
jo tutkitun alueen kanssa on yhtenäinen. Olkoot jo tutkittua alue Q′ ja saatua nosto f ′.
Tutkitaan kuutiota Qk. Valitaan yksi piste zk leikkauksesta Q
′ ∩ Qk. Nyt on olemassa
täsmälleen yksi sellainen kuvauksen f |Qk nosto f˜k, että f˜k(zk) = f ′(zk). Lisäksi, koska
Q′∩Qk on yhtenäinen ja läpimitaltaan pienempi kuin λ, on olemassa täsmälleen yksi nosto
f ′′ : Q′ ∩Qk → X, joten f˜k(z) = f ′(z), kun z ∈ Q′ ∩Qk. Jatkamalla näin saadaan nostot
f˜k : Qk → X, jotka yhdessä muodostavat halutun yksikäsitteisen noston f˜ : In → X.
Jos p : (X, x0)→ (Y, y0) on peitekuvaus ja α ∈ F 1(Y, y0), merkitään symbolilla α˜ sitä
edellisen lauseen antamaa nostoa, jolla α˜(0) = x0.
Lause 3.6. Olkoot p : (X, x0) → (Y, y0) peitekuvaus ja α, β ∈ F 1(Y, y0), joilla α ∼ β.
Tällöin α˜(1) = β˜(1) ja α˜ ∼ β˜.
Todistus. OlkoonH : α ∼ β homotopia. TällöinH(0, 0) = α(0) = y0. Edellisen lauseen (3)
kohdan nojalla homotopialla H on täsmälleen yksi nosto H˜ : I2 → X, jolla H˜(0, 0) = x0.
Koska H(s, 0) = α(s), niin H˜(s, 0) = α˜(s). Koska H on kummallakin neliön pystysivulla
vakiokuvaus cy0 ja edellisen lauseen nojalla kumpikin nosto on yksikäsitteinen, niin H˜ on
vakio kummallakin pystysivulla eli H˜(0, t) = H˜(0, 0) = x0 ja H˜(1, t) = H˜(1, 0) = α˜(1).
Lisäksi H˜(s, 1) = β˜(s), joten β˜(1) = H˜(1, 1) = α˜(1) ja H˜ : α˜ ∼ β˜.
Edellisen lauseen nojalla piste α˜(1) ∈ p−1(y0) riippuu vain luokasta [α], joten voidaan
määritellä kuvaus ϕ : pi1(Y, y0)→ p−1(y0) asettamalla ϕ([α]) = α˜(1).
Lause 3.7. Olkoon p : (X, x0) → (Y, y0) peitekuvaus ja ϕ : pi1(Y, y0) → p−1(y0) kuten
yllä. Jos X on polkuyhtenäinen, niin ϕ on surjektio ja jos X on yhdesti yhtenäinen, niin
ϕ on bijektio.
Todistus. Jos X on polkuyhtenäinen, niin jokaisella x ∈ p−1(x0) on olemassa polku α˜
pisteestä x0 pisteeseen x. Nyt α = p ◦ α˜ ∈ F 1(Y, y0). Määritelmän nojalla ϕ([α]) = x,
joten ϕ on surjektio.
Oletetaan, että X on yhdesti yhtenäinen, ja että ϕ([α]) = ϕ([β]) joillain [α], [β] ∈
pi1(Y, y0). Olkoot α˜ ja β˜ niiden pisteestä x0 alkavat nostot. Määritelmän nojalla α˜(1) =
β˜(1). Koska X on yhdesti yhtenäinen, lauseen 2.11 nojalla on olemassa polkuhomotopia




Todistus. Olkoon p : R→ S1 sama kuin esimerkissä 3.2, eli p(x) = e2piix. Nyt p−1(e1) = Z.
Koska R on yhdesti yhtenäinen, edellä määritelty kuvaus ϕ : pi1(S1) → Z on bijektio.
Riittää siis osoittaa, että se on homomorﬁsmi.
Olkoot [α], [β] ∈ pi1(S1, e1) ja α˜ ja β˜ niiden pisteestä 0 alkavat nostot. Olkootm = α˜(1)
ja n = β˜(1), eli ϕ([α]) = m ja ϕ([β]) = n. Olkoon β˜m polku, joka on määritelty kaavalla
β˜m(t) = m+ β˜(t). Koska p(m+x) = p(x) kaikilla x ∈ R, niin p ◦ β˜m(s) = p ◦ β˜(s) = β(s),
eli β˜m on polun β nosto, joka alkaa pisteestä m. Nyt α˜ + β˜m on polun α + β nosto, joka
alkaa pisteestä 0. Koska α˜ + β˜m(1) = m+ n, niin ϕ([α] + [β]) = ϕ([α]) + ϕ([β]).
Yllä olevasta havaitaan, että ympyrän kerran vastapäivään kiertävä polku α : I → S1,
jolla α(x) = e2piix, on ryhmän pi1(S
1) virittäjä, koska isomorﬁsmi ϕ vie sen ryhmän Z
virittäjälle. Jos pi1(S
1) ajatellaan kuvausten S1 → S1 homotopialuokkien ryhmänä, tällöin
sen virittäjä on identtinen kuvaus.
Lause 3.9. pin(S
1) = 0, kun n > 1.
Todistus. Olkoon p : R → S1 sama kuin aiemmin, eli p(x) = e2piix ja f : In → S1.
Lauseen 3.5 nojalla on olemassa nosto f˜ : In → R. Koska ∂In on yhtenäinen, f˜(∂In) = 0.
Kuvaus f˜ on nollahomotooppinen, homotopiana on H : In × I → R, jolla H(t, tn+1) =
f˜(t)(1− tn+1). Muodostetaan homotopia p ◦H. Nyt p ◦H(t, 0) = f(t), p ◦H(t, 1) = e1 ja





Pallojen perusryhmää voisi havainnollistaa kuminauhalenkillä pallon pinnalla. Vaikuttaa
selvältä, että lenkin voi aina liu'uttaa pintaa pitkin takaisin lähtöpisteeseen. On kuitenkin
mahdollista, että äärimmilleen venytetty kuminauha peittää koko pallon pinnan. Tässäkin
tapauksessa liu'utus on kuitenkin mahdollista. Osoitetaan siis, että pi1(S
n) = 0 kaikilla
n > 1.
Lemma 4.1. Sn on polkuyhtenäinen, kun n > 0.
Todistus. Osoitetaan, että mielivaltainen piste x = (x1, . . . xn+1) ∈ Sn voidaan yhdistää
polulla pisteeseen e1 = (1, 0, . . . , 0) Jos x = (−1, 0, . . . , 0), valitaan polku α : I → Sn,

















((1− t)x1 + t)2 + ((1− t)x2)2 + . . .+ ((1− t)xn+1)2
kaikilla t ∈ [0, 1]. Jakaja f(t) 6= 0 kaikilla t ∈ [0, 1], koska xk 6= 0 jollain 2 ≤ k ≤
n+ 1.
Lemma 4.2. Olkoot pisteet p = (0, . . . , 0, 1) ∈ Sn ja q = (0, . . . , 0,−1) ∈ Sn, eli p on
pallon Sn pohjoisnapa ja q etelänapa. Jos n > 1, niin Sn \ {p, q} on polkuyhtenäinen.
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Todistus. Osoitetaan, että mielivaltainen piste x = (x1, . . . xn+1) ∈ Sn \{p, q} voidaan yh-
distää polulla pisteeseen (1, 0, . . . , 0). Yhdistetään ensin piste x pisteeseen y = (y1, . . . , yn, 0) ∈
Sn−1 = {z ∈ Sn \ {p, q} | zn+1 = 0}, missä yi = xi√
1−x2n+1
, kun 1 ≤ i ≤ n. Jos xn+1 = 0,
havaitaan, että y = x ja yhdistävää polkua ei tarvita. Jos xn+1 6= 0, valitaan polku
α : [0, 1]→ Sn \ {p, q}, jolla
α(t) =
(
(1− t)x1 + ty1
f(t)
, . . . ,










((1− t)x1 + ty1)2 + . . .+ ((1− t)xn + tyn)2 + ((1− t)xn+1)2
kaikilla t ∈ [0, 1]. Jos xi > 0, niin (1 − t)x1 + ty1 6= 0 kaikilla t ∈ [0, 1]. Koska näin
on jollain 1 ≤ i ≤ n, niin f(t) > 0 kaikilla t ∈ [0, 1] ja polku α ei kulje pisteiden p tai
q kautta. On siis saatu yhdistettyä piste x polulla α pisteeseen y. Mutta sekä y, että e1
kuuluvat palloon Sn−1, joka on edellisen lemman nojalla polkuyhtenäinen. Siis piste x
voidaan yhdistää polulla pisteeseen e1.
Lause 4.3. pi1(S
n) = 0 kaikilla n > 1.
Todistus. Olkoon kantapiste x0 = e1 = (1, 0, . . . , 0) ja pisteet p = (0, . . . , 0, 1) ja q =
(0, . . . , 0,−1). Olkoon U = Sn \ {p} ja V = Sn \ {q}. Esimerkin 2.12 nojalla U ja V ovat
yhdesti yhtenäisiä. Olkoon α ∈ F 1(Sn, e1). Nyt {α−1(U), α−1(V )} on välin I avoin peite,
joten sillä on Lebesguen luku λ > 0 siten, että jokainen välin I osaväli J , jonka pituus on
pienempi kuin λ, sisältyy jompaankumpaan joukoista α−1(U) ja α−1(V ).
Olkoon m ∈ N, jolla 1
m











] ⊂ U tai V kaikilla k = 1, . . . ,m. Jättämällä tarvittaessa pois jakopisteitä
saadaan jako 0 = t0 < t1 < . . . t
′
m = 1 siten, että peräkkäisten välien kuvat sisältyvät aina
eri joukkoihin U ja V . Tällöin α(ti) ∈ U∩V kaikilla i = 0, . . . ,m′. Koska U∩V on edellisen
lemman nojalla polkuyhtenäinen, kun n > 1, jokaisella 0 < i < m′ voidaan valitaan polku
βi : I → U∩V pisteestä x0 pisteeseen α(ti) ja merkitään käänteistä polkua symbolilla β←i .
Olkoon αi : I → X polku α|[ti−1, ti] yksikkövälille parametrisoituna kaikilla i = 1, . . . ,m′.
Tällöin
α ∼ α1α2 . . . αm′ ∼ (α1β←1 )(β1α2β←2 ) . . . (βm′−1αm′).
Jokainen osasilmukka on homotooppinen vakiopolun kanssa, koska ne ovat joukkojen U





Tutkitaan avaruuden X, aliavaruuden A ja näiden muodostaman parin (X,A) homo-
topiaryhmien välisiä suhteita. Inkluusiot (A, x0) → (X, x0) ja (X, x0, x0) → (X,A, x0)
indusoivat kuvaukset pin(A, x0) → pin(X, x0) ja pim(X, x0) → pim(X,A, x0) kaikilla n ≥
0 ja m ≥ 1, missä kantapiste x0 ∈ A. Pyritään lisäksi määrittelemään reunakuvaus
pin(X,A, x0) → pin−1(A, x0) kaikilla n ≥ 1, jolloin näiden kolmen kuvauksen avulla saa-
daan muodostettua jono ryhmiä ja niiden välisiä kuvauksia.
Määritelmä 5.1. Olkoot G, G′ ja G′′ ryhmiä ja f : G′ → G ja g : G→ G′′ homomorﬁs-
meja. Jono
G′
f−→ G g−→ G′′
on eksakti kohdassa G jos Imf = Kerg. Pitkä jono ryhmiä ja homomorﬁsmeja
· · · fn+2−−→ Gn+1 fn+1−−→ Gn fn−→ Gn−1 fn−1−−→ · · ·
on eksakti, jos sen jokainen kolmen peräkkäisen ryhmän muodostama osajono on eksakti
keskikohdassaan.
Esimerkkejä 5.2. (1) Lyhin mahdollinen epätriviaali eksakti jono on kahden ryhmän G1
ja G2 ja triviaalien ryhmien muodostama 0 → G2 → G1 → 0. Tässä tapauksessa ainoa
mahdollinen vaihtoehto on, että G1 ∼= G2.
(2) Kolmen epätriviaalin ryhmän muodostamaa jonoa 0 → G3 → G2 → G1 → 0 kut-
sutaan lyhyeksi eksaktiksi jonoksi. Se on monesti hyödyllinen laskennan kannalta, koska
esimerkiksi vektoriavaruuksilla keskimmäinen ryhmä on aina suora summa reunimmai-
sista. Ryhmien tapauksessa tarvitaan kuitenkin lisää tietoa ryhmien välisistä kuvaksis-
ta keskimmäisen ryhmän laskemiseksi, koska esimerkiksi 0 → Z 2x−→ Z [x]−→ Z2 → 0 ja
0→ Z i1−→ Z× Z2 pr2−−→ Z2 → 0 ovat molemmat eksakteja.
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(3) Kolmikon (X,A, x0) homotopiajonon vastine homologiateoriassa, parin (X,A) ho-
mologiajono
· · · j∗−→ Hn+1(X,A) ∂−→ Hn(A) i∗−→ Hn(X) j∗−→ Hn(X,A) ∂−→ · · ·
on eksakti.
Eksakteilla jonoilla on tärkeä rooli homotopiaryhmien laskemisessa. Ensimmäinen hyö-
dylliseksi osoittautuva jono on kolmikon (X,A, x0) homotopiajono, joka konstruoidaan
pian. Toinen hyödyllinen jono on säiekimpun/ﬁbraation antama homotopiajono, joka esi-
tellään luvussa 7.
Olkoon A ⊂ X ja x0 ∈ A. Jokaisella n > 0 määritellään reunakuvaus
∂ : pin(X,A, x0)→ pin−1(A, x0)
seuraavasti. Olkoon α ∈ pin(X,A, x0). Nyt on olemassa f ∈ F n(X,A, x0) siten, että
[f ] = α. Tällöin f kuvaa joukon In−1 joukolle A ja joukon ∂In−1 = Jn−1 ∩ In−1 pisteelle
x0. Siis f |In−1 ∈ F n−1(A, x0), joten voidaan määritellä ∂(α) = [f |In−1 ].
Lause 5.3. Reunakuvaus ∂ on hyvin määritelty ja jos n > 1, se on homomorﬁsmi.
Reunakuvauksen ∂ ja inkluusioiden
i : (A, x0) ↪→ (X, x0)
j : (X, x0) ↪→ (X,A, x0)
avulla voidaan määritellä kolmikon (X,A, x0) homotopiajono
· · · j∗−→ pin+1(X,A, x0) ∂−→ pin(A, x0) i∗−→ pin(X, x0) j∗−→ pin(X,A, x0) ∂−→ · · · .
Lause 5.4. Kolmikon (X,A, x0) homotopiajono on eksakti.
Todistus. Oletetaan, että n > 0.
Eksaktius kohdassa pin(A, x0): Olkoon f ∈ F n+1(X,A, x0). Nyt (i∗ ◦∂)([f ]) on kuvauk-
sen g ∈ F n(X, x0), g(x) = f(x, 0) homotopialuokka. Määritellään homotopia H : In×I →
X kaavalla H(x, t) = f(x, t). Suoraan kuvauksen f määritelmästä nähdään, että H0 = g,
H1 = cx0 ja Ht(∂I
n) = x0 kaikilla 0 ≤ t ≤ 1, joten [g] = 0. Olkoon f ∈ F n(A, x0), jolla
i∗([f ]) = 0 ja homotopia H : (i ◦ f) ∼ cx0 . H voidaan tulkita olemaan funktio joukossa
F n+1(X,A, x0) ja lisäksi H|In = f . Siis ∂([H]) = [f ], joten Im(∂) = Ker(i∗).
Eksaktius kohdassa pin(X, x0): Olkoon f ∈ F n(A, x0). Tällöin (j ◦ i ◦ f)(In) ⊂ A.
Määritellään homotopia H : In × I → X kaavalla
H(t1, . . . , tn, t) = (j ◦ i ◦ f)(t1, . . . , tn−1, t+ tn − ttn)
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Tällöin H0 = j ◦ i ◦ f , H1 = cx0 , Ht(In) ⊂ A ja Ht(Jn) = x0 kaikilla 0 ≤ t ≤ 1. Siis
(j∗ ◦ i∗)([f ]) = 0.
Olkoon f ∈ F n(X, x0), jolla j∗([f ]) = 0 ja homotopia H : (j ◦ f) ∼ cx0 . Määritellään
homotopia K kaavalla
K(t1, . . . , tn, t) =
{
H(t1, . . . , tn−1, 0, 2tn) kun 0 ≤ 2tn ≤ t
H(t1, . . . , tn−1, 2tn−t2−t , t) kun t ≤ 2tn ≤ 2
Nyt K0 = f , K1(I
n) ⊂ A ja Kt(∂In) = x0 kaikilla 0 ≤ t ≤ 1, joten K1 voidaan tulkita
siis olemaan funktio joukossa F n(A, x0), jolloin i∗([K1]) = [f ]. Siis Im(i∗) = Ker(j∗).
Eksaktius kohdassa pin+1(X,A, x0): Olkoon f ∈ F n+1(X, x0). Tällöin (j ◦f)|In = cx0 ∈
F n(A, x0), joten ∂ ◦ j∗([f ]) = 0.
Olkoon f ∈ F n+1(X,A, x0), jolla ∂([f ]) = 0. On siis olemassa homotopia H : In×I →
A siten että H0 = f |In , H1 = cx0 ja Ht(∂In) = x0 kaikilla 0 ≤ t ≤ 1. Määritellään kuvaus
f ′ ∈ F n+1(X,A, x0) asettamalla f ja H päällekkäin:
f ′(t1, . . . , tn, tn+1) =
{
f(t1, . . . , 2tn+1 − 1) kun tn+1 ≥ 1/2
H(t1, . . . , tn,−2tn+1 + 1) kun tn+1 ≤ 1/2
Havaitaan, että f ′ kuuluu myös joukkoon F n+1(X, x0). Määritellään homotopia Gt ∈
F n+1(X,A, x0), joka kuvaa kuution I
n+1, kuten f ′ kuvaa kuution In+1 alueen, jossa tn+1 >
t/2, eli
Gt(t1, . . . , tn, tn+1) = f
′(t1, . . . , tn, tn+1(1− t/2) + t/2).
Tällöin G0 = f
′ ja G1 = f , joten f ′ ∼ f joukon F n+1(X,A, x0) alkioina. Siis kun f ′
ajatellaan joukon F n+1(X, x0) alkiona, pätee j∗([f ′]) = [f ]. Siis Im(j∗) = Ker(∂).
Eksaktius kohdassa pi1(X,A, x0): Olkoon f ∈ F 1(X,A, x0). Tällöin ∂([f ]) on kuvauksen
f ′ : I0 → A luokka, jolla f ′(0) = f(0) ∈ A, joten f ∈ Ker(∂) jos ja vain jos f(0) ja x0 ovat
samassa avaruuden A polkukomponentissa. Valitaan mikä tahansa polku g ∈ F 1(X, x0).
Jos f(0) ja x0 ovat samassa avaruuden A polkukomponentissa, niiden välillä on polku α,
joten polun j ◦ g alkuun voidaan liittää polku α. Havaitaan, että joukossa F 1(X,A, x0)
pätee α + (j ◦ g) ∼ j ◦ g, joten f ∈ Im(j∗). Toisaalta, jos f(0) ja x0 eivät ole samassa
polkukomponentissa, niin ei ole homotopiaa Ht : α + (j ◦ g) ∼ j ◦ g, jolla Ht(0) ∈ A
kaikilla t ∈ [0, 1]. Siis f ∈ Im(j∗) jos ja vain jos f(0) ja x0 ovat samassa avaruuden A
polkukomponentissa. Siis Im(j∗) = Ker(∂).
Eksaktius kohdassa pi0(A, x0): Olkoon f ∈ F 0(A, x0) eli f : {0} → A. Nyt [f ] ∈
Ker(i∗), jos ja vain jos f(0) kuuluu pisteen x0 polkukomponenttiin avaruudessa X. Toi-
saalta [f ] ∈ Im(∂) jos ja vain jos on olemassa kuvaus g ∈ F 1(X,A, x0), jolla g(0) ja f(0)
ovat samassa polkukomponentissa avaruudessa A. Määritelmän mukaan g(1) = x0, eli




Pallojen homotopiaryhmiä tutkittaessa muotoa pii+k(S
k) olevien ryhmien välisten suhtei-
den tutkiminen on osoittautunut hyödylliseksi. Muodostetaan tätä muotoa olevista ryh-
mistä sopivilla kuvauksilla jono
pii(S
0)→ pii+1(S1)→ pii+2(S2)→ · · ·
ja tutkitaan, mitä jonon loppupään ryhmistä voidaan sanoa.
Määritelmä 6.1. Avaruuden X suspensio SX on tekijäavaruus, joka saadaan kun ava-
ruudessa X × [−1, 1] joukot X × {−1} ja X × {1} kutistetaan pisteiksi. Erityisesti
SSn ≈ Sn+1 lauseen 6.3 nojalla. Olkoon f : X → Y . Määritellään suspensiokuvaus
Sf : SX → SY kaavalla
Sf([x, t]) = [f(x), t].
Lauseen 6.4 nojalla tämä on hyvin määritelty ja jatkuva.
Suspensio voidaan esittää yhdisteenä kahdesta kartiosta C+X = (X×[0, 1])/(X×{1})
ja C−X = (X × [−1, 0])/(X × {−1}). Pallon tapauksessa merkitään myös C+Sn = Cn+1+
ja C−Sn = Cn+1− .
Olkoon f : (Si, e1) → (X, x0). Suspensio Sf voidaan tulkita olemaan kuvaus Sf :
(Si+1, e1)→ (SX, x0), joten voidaan määritellä kuvaus S : pii(X, x0)→ pii+1(SX, x0) kaa-
valla S([f ]) = [Sf ]. Lauseen 6.6 nojalla tämä kuvaus on hyvin määritelty homomorﬁsmi.
Pallon tapauksessa saadaan siis aikaan kuvaus S : pii(S
n) → pii+1(Sn+1). Laittamalla
näitä kuvauksia peräkkäin saadaan jono
pii(S
0)→ pii+1(S1)→ pii+2(S2)→ · · ·
Tavoitteena on todistaa Freudenthalin suspensiolause, jonka mukaan yllä olevassa jo-
nossa olevat kuvaukset ovat isomorﬁsmeja tietystä ryhmästä alkaen. Näin ollen koko jonon
ryhmien laskemiseen tarvitsee laskea vain alkupään ryhmät.
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Lemma 6.2. Olkoot R ekvivalenssirelaatio avaruudessa X, X/R tekijäavaruus ja p :
X → X/R tekijäavaruuden projektio. Tällöin kuvaus f : X/R → Y on jatkuva, jos ja
vain jos f ◦ p : X → Y on jatkuva.
Todistus. Jos f on jatkuva, niin yhdistettynä kuvauksena f ◦ p on jatkuva. Oletetaan,
että f ◦ p on jatkuva. Olkoon U avoin avaruudessa Y . Tällöin p−1f−1U = (f ◦ p)−1U on
avoin avaruudessa X, mutta tekijätopologian määritelmän nojalla tällöin f−1U on avoin
avaruudessa X/R. Siis f on jatkuva.
Lause 6.3. SSn ≈ Sn+1.
Todistus. Määritellään kuvaus f : SSn → Sn+1 kaavalla
f([(x1, . . . xn+1), t]) = (
√
1− t2x1, . . . ,
√
1− t2xn+1, t).
Kun |t| < 1, ekvivalenssiluokat koostuvat vain yhdestä pisteestä, joten kuvaus on tällöin
hyvin määritelty. Kun |t| = 1, niin f([(x1, . . . xn+1), t]) = (0, . . . , 0, t), joten kuvauksen
f arvo ei riipu luokan edustajasta. Siis f on hyvin määritelty. Havaitaan, että kuvaus
f−1 : Sn+1 → SSn, jolla
f((x1, . . . xn+1, t)) =
{
[( x1√
1−t2 , . . . ,
xn+1√
1−t2 ), t] kun |t| < 1
[(0, . . . , 0), t] kun |t| = 1
on kuvauksen f käänteiskuvaus, joten f on bijektio.
Olkoon p : Sn× [−1, 1]→ SSn tekijäavaruuden projektio. Havaitaan, että kuvaus f ◦p
on jatkuva, sillä se on yhdistelmä jatkuvista kuvauksista:
f ◦ p((x1, . . . xn+1), t) = (
√
1− t2x1, . . . ,
√
1− t2xn+1, t).
Näin ollen lemman 6.2 nojalla myös f on jatkuva.
Osoitetaan, että SSn on kompakti. Olkoon A avaruuden SSn avoin peite. Tällöin
{p−1(U) | U ∈ A on avaruuden Sn × [−1, 1] avoin peite, joten sillä on äärellinen osapeite
(B). Tällöin {p(U) | U ∈ B on haettu avaruuden SSn äärellinen osapeite, joten SSn on
kompakti.
Osoitetaan, että f on suljettu ja siten f−1 on jatkuva. Oletetaan, että A ⊂ SSn on
suljettu. Tällöin se on kompakti, ja siten fA on kompakti. Koska Sn+1 on Hausdorﬀ, niin
fA on sen kompaktina osajoukkona suljettu. Siis f on homeomorﬁsmi.
Lause 6.4. Suspensiokuvaus Sf : SX → SY on hyvin määritelty ja jatkuva.
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Todistus. Jos |t| 6= 1, niin [x, t] on yhden pisteen luokka, joten kuvaus on tällöin hyvin
määritelty. Jos |t| = 1 ja [x, t] = [x′, t], niin Sf([x, t]) = [f(x), t] = [f(x′), t] = Sf([x′, t]),
koska avaruudessa SY pätee [y, t] = [y′, t] kaikilla y, y′ ∈ Y . Siis Sf on hyvin määritelty.
Olkoot p : X × [−1, 1]→ SX ja q : Y × [−1, 1]→ SY tekijäavaruuksien projektiot ja
g : X × [−1, 1]→ Y × [−1, 1] määritelty kaavalla g(x, t) = (f(x), t). Nyt q ◦ g = Sf ◦ p on
jatkuva, mutta tällöin myös Sf on jatkuva.
Esitetään kuvaus S yhdisteenä kolmesta yksinkertaisemmasta kuvauksesta. Näistä
kaksi on isomorﬁsmeja, joten suspensiokuvauksen tutkimisen sijaan voidaan tutkia kol-
matta kuvausta.
Lemma 6.5. Suspensio S on yhdiste kuvauksista
pii(X) ∼= pii+1(C+X,X) j∗−→ pii+1(SX,C−X) ∼= pii+1(SX),
missä reunoilla olevat isomorﬁsmit saadaan kyseisten parien eksakteista jonoista ja j∗ on
inkluusion j : (C+X,X)→ (SX,C−X) indusoima kuvaus.
Todistus. Olkoot reunojen isomorﬁsmit α ja β. Olkoon f : (Si, e1) → (X, x0). Olkoon
f ′ : (Di+1, Si, e1)→ (C+X,X, x0) määritelty kaavalla
f ′(x) = [(f(x), 1− |x|)].
Nyt α−1([f ′]) = [f ], joten α([f ]) = [f ′]. Toisaalta Di+1 ja Si voidaan tulkita olemaan myös
kartio Ci+ ja sen pohjaympyrä. Tällöin f
′ : (Ci+, S
i, e1)→ (C+X,X, x0) voidaan kirjoittaa
muodossa
f ′(x, t) = [(f(x), t)].
Voidaan tulkita myös f ′ : (Di+1, Si, e1) → (SX,C−X), joten j∗[f ′] = [f ′]. Koska
Si+1 ≈ SSi, niin ryhmän pii+1(SX) alkiot ovat kuvausten f ′′ : (SSi, e1) → (SX, x0)
homotopiajoukkoja. Olkoon f ′′ : (SSi, e1)→ (SX, x0) määritelty kaavalla
f ′′([x, t]) = [f(x), t].
Mutta nyt tämän rajoittuma kartiolle Ci+ on sama kuin kuvaus f
′. Siis β−1([f ′′]) = [f ′],
joten β([f ′]) = [f ′′]. Siis β ◦ j∗ ◦ α([f ]) = [f ′′] = [Sf ].
Lause 6.6. Kuvaus S : pii(X, x0)→ pii+1(SX, x0), jolla S([f ]) = [Sf ], on hyvin määritelty
homomorﬁsmi.
Todistus. Edellisen lemman nojalla S on yhdiste kolmesta kuvauksesta, jotka kaikki ovat
hyvin määriteltyjä homomorﬁsmeja.
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Mielivaltainen kuvaus f : In → Sk voi olla hyvinkin monimutkainen. Tilanteen yksin-
kertaistamiseksi pyritään löytämään helpommin käsiteltävä kuvaus f1, joka kuitenkin on
kuvauksen f kanssa homotooppinen.
Lemma 6.7. Olkoon f : In → Sk kuvaus ja ek ⊂ Sk avoin puolipallo, esimerkiksi
ek = Sk \ Ck+, ja W = Sk \ ek. Samaistetaan joukko ek avaruuden Rk kanssa. Tällöin
f on homotooppinen rel f−1(W ) kuvauksen f1 : In → Sk kanssa siten, että on olemassa
monikulmio K ⊂ In siten, että
1) f1(K) ⊂ ek ja f1|K on paloittain lineaarinen konvekseissa monikulmioissa, joista
K koostuu
2) On olemassa avoin epätyhjä joukko U ⊂ ek, jolla f−11 (U) ⊂ K.
Todistus. Olkoot B1, B2 ⊂ ek suljetut 1- ja 2-säteiset origokeskiset pallot. Koska joukko
f−1(B2) on suljettu avaruudessa In, ja siten kompakti, funktio f on tasaisesti jatkuva
joukossa f−1(B2). Siis on olemassa  > 0 siten, että |f(x) − f(y)| < 1/2 kaikilla x, y ∈
f−1(B2), joilla |x − y| < . Jaetaan nyt kuutio In pieniksi kuutioiksi, joiden läpimitta
on pienempi kuin . Olkoon K1 yhdiste niistä kuutioista, jotka kohtaavat joukon f
−1(B1)
ja K2 yhdiste kuutioista, jotka kohtaavat joukon K1. Valitsemalla  pienemmäksi kuin
kompaktien joukkojen f−1(B1) ja In \ f−1(int(B2)) etäisyys saadaan K2 ⊂ f−1(B2).
Jaetaan kaikki joukon K2 kuutiot simplekseiksi eli pisteiksi, kolmioiksi, tetraedreiksi ja
niin edelleen. Olkoon g : K2 → ek = Rk kuvaus, joka on sama kuin f kaikissa simpleksien
kärkipisteissä ja lineeaarinen jokaisessa simpleksissä. Olkoon φ : K2 → [0, 1] kuvaus, jolla
φ(∂K2) = 0 ja φ(K1) = 1. Määritellään homotopia ft : K2 → ek kaavalla
ft = (1− tφ)f + (tφ)g
Tällöin f0 = f |K2 ja f1|K1 = g|K1. Koska ft(x) = f(x) kaikilla t ∈ [0, 1], kun x ∈
∂K2, homotopia ft voidaan jatkaa homotopiaksi ft : I
n → Sk määrittelemällä ft(x) =
f(x) kaikilla t ∈ [0, 1] ja x ∈ In \ K2. Homotopia ft on siis vakiohomotopia joukon K2
ulkopuolella, erityisesti siis joukossa f−1(W ), joten f ∼ f1 rel f−1(W ). Osoitetaan, että
joukko K1 toteuttaa lauseen ehdot 1) ja 2).
1) Kuvaus g on konstruktion nojalla paloittain lineaarinen ja g(K1) ⊂ ek. Sama pätee
luonnollisesti kuvaukselle f1, koska f1|K1 = g|K1.
2) Osoitetaan, että 0 /∈ f1(In \K1). Tämä joukko on kompaktin joukon kuvana kom-
pakti, ja siten suljettu, joten tällöin on olemassa pisteen 0 ympäristö U , jolla f−11 (U) ⊂ K1.
Jos x ∈ In \ K2, niin f1(x) = f(x) /∈ B1, sillä f−1(B1) ⊂ K2, joten f1(x) 6= 0. Jos
x ∈ K2 \ int(K1), niin on olemassa kuutio C 6⊂ K1, joka sisältää pisteen x. Osoitetaan,
että 0 /∈ f1(C), ja siten f1(x) 6= 0. Koska kuution läpimitta on pienempi kuin , on ole-
massa 1/2-säteinen kiekko BC , jolla f(C) ⊂ BC . Koska BC on konveksi ja g pitää kuution
C simpleksien kärkipisteet paikallaan ja on paloittain lineaarinen muualla, pätee myös,
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että g(C) ⊂ BC . Tällöin myös f1(C) ⊂ BC . Koska C sisältää pisteitä, jotka eivät kuulu
joukkoon K1 ja siten eivät myöskään joukkoon f
−1
1 (B1), niin BC sisältää pisteitä pallon
B1 ulkopuolelta. Koska kiekon BC säde on 1/2, niin 0 /∈ BC , ja siten 0 /∈ f1(C).
Osoitetaan seuraavaksi, että lemman 6.5 keskimmäisen kuvauksen parit voidaan ho-
motopiaekvivalentisti korvata pareilla, joissa koko pallosta on poistettu vain 0-2 pistettä.
Lemma 6.8. Olkoon n > 0. Kolmikot (Cn+, S
n−1, e1) ja (Sn \ {q}, Sn \ {p, q}, e1), mis-
sä q = (0, . . . , 0,−1) ja p = (0, . . . , 0, 1), ovat homotopiaekvivalentit. Samoin kolmikot
(Sn, Cn−, e1) ja (S
n, Sn \ {p}, e1) Venyttämällä palloa väitteet pätevät myös millä tahansa
avoimien kartioiden pisteillä q ∈ int(Cn−) ja p ∈ int(Cn+).
Todistus. Osoitetaan, että inkluusio i : (Cn+, S
n−1, e1) → (Sn \ {q}, Sn \ {p, q}, e1) on
homotopiaekvivalenssi, kun q = (0, . . . , 0,−1) ja p = (0, . . . , 0, 1). Olkoon j : (Sn\{q}, Sn\
{p, q}, e1)→ (Cn+, Sn−1, e1) määritelty kaavalla
j((x1, . . . , xn+1)) =
{
(x1, . . . , xn+1) kun x ∈ Cn+1+
( x1√
1−x2n+1
, . . . , xn√
1−x2n+1
, 0) kun x ∈ Cn+1− \ {q}
Kuvaus j on jatkuva kahdessa suljetussa joukossa ja yhtyy näiden leikkauksessa Sn−1,
joten j on jatkuva. Havaitaan, että j ◦ i = id, joten riittää osoittaa, että i ◦ j on homo-
tooppinen identtisen kuvauksen kanssa. Koska i on inkluusio, kuvaus i ◦ j on määritelty
samalla kaavalla kuin kuvaus j yllä. Määritellään homotopia
Ht : (S
n \ {q}, Sn \ {p, q}, e1)→ (Sn \ {q}, Sn \ {p, q}, e1)
kaavalla
Ht((x1, . . . , xn+1)) =

(x1, . . . , xn+1) kun x ∈ Cn+1+(√
1−t2x2n+1





kun x ∈ Cn+1− \ {q}
kaikilla t ∈ [0, 1]. Jälleen Ht on jatkuva kahdessa suljetussa joukossa ja yhtyy näiden
leikkauksessa, joten Ht on jatkuva kaikilla t ∈ [0, 1]. Nyt H0 = i ◦ j ja H1 = id, joten i on
homotopiaekvivalenssi.
Jälkimmäinen homotopiaekvivalenssi osoitetaan samalla tavalla.
Lemma 6.9. Lemman 6.5 kuvaus j∗ : pii(Cn+1+ , S
n) → pii(Sn+1, Cn+1− ) on isomorﬁsmi,
kun i < 2n ja surjektio, kun i = 2n.
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+ \ Sn ja e− = en+1− = Cn+1− \ Sn ja samaistetaan
e+ ≈ Rn+1 ≈ e−. Osoitetaan, että j∗ on surjektio. Olkoon f ′ ∈ F i(Sn+1, Cn+1− , e1). Lem-
man 6.7 nojalla on f ′ on homotooppinen kuvauksen f kanssa, jolla pätee, että on olemassa
simpleksit ∆+ ⊂ e+ ja ∆− ⊂ e− , joilla f−1(∆+) ja f−1(∆−) ovat äärellisiä yhdisteitä
konvekseista monikulmioista, joissa f on rajoittuma lineaarisista kuvauksista Ri → Rn+1.
Jos mikään lineaarisista kuvauksista ei ole surjektio, valitaan simpleksi ∆+ tai ∆−, jonka
alkukuva on tyhjä. Jos taas osa lineaarisista kuvauksista on surjektioita, valitaan pienem-
pi simpleksi ei-surjektiivisten kuvausten komplementista, jolloin alkukuva on äärellinen
yhdiste konvekseista monikulmioista, joissa f on rajoittuma surjektiivisista lineaarisista
kuvauksista Ri → Rn+1.
Oletetaan, että seuraava väite pätee:
Väite: Jos i ≤ 2n niin on olemassa pisteet p ∈ ∆+ ja q ∈ ∆− sekä kuvaus ϕ : I i−1 →
[0, 1), joilla
a) f−1(q) on kuvauksen ϕ kuvaajan alapuolella kuutiossa I i−1 × I = I i.
b) f−1(p) on kuvauksen ϕ kuvaajan yläpuolella.
c) ϕ(x) = 0 kaikilla x ∈ ∂I i−1.
Olkoon ft : I
i → Sn+1 homotopia, joka kuvaa kuution I i, kuten f kuvaa kuvaajan tϕ
yläpuolisen alueen kaikilla t ∈ [0, 1], eli
ft(x, s) = f(x, tϕ(x) + (1− tϕ(x))s),
kun x ∈ I i−1 ja s ∈ I. Yllä olevan väitteen nojalla p /∈ ft(I i−1) kaikilla t ∈ [0, 1] ja
q /∈ f1(I i), joten ft ∈ F i(Sn+1, Sn+1\{p}, e1) kaikilla t ∈ [0, 1] ja f1 ∈ F i(Sn+1\{q}, Sn+1\













n+1 \ {q}, Sn+1 \ {p, q}) j
′∗ // pii(S
n+1, Sn+1 \ {p})
[f ] ajatellaan ryhmän pii(S
n+1, Sn+1 \ {p}) alkiona, pätee j′∗([f1]) = [f ]. Koska pystysuo-
rat kuvaukset ovat lemman 6.8 homotopiaekvivalenssien indusoimia ja siten lauseen 2.20
nojalla isomorﬁsmeja, niin ylärivin kuvaus on surjektio.
Väitteen todistus: Jos f−1(∆−) = ∅ tai f−1(∆+) = ∅, väite on helpompi. Oletetaan
siis, että näin ei ole, jolloin edellisen alkukuvat ovat äärellisiä yhdisteitä konvekseista
monikulmioista, joissa f on rajoittuma surjektiivisista lineaarisista kuvauksista Ri →
Rn+1. Mielivaltaisen pisteen q ∈ ∆− alkukuva f−1(q) on äärellinen yhdiste konvekseista
monikulmioista, joiden dimensio on enintään i−n−1, koska f−1(∆−) on äärellinen yhdiste
konvekseista monikulmioista, joissa f on rajoittuma lineaarisesta surjektiosta Ri → Rn+1.
Pyritään valitsemaan piste p ∈ ∆+ siten, että alkukuvilla f−1(q) ja f−1(p) on erilliset
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kuvat projektiossa pi : I i → I i−1 eli, että f−1(p) ei leikkaa joukkoa T = pi−1(pi(f−1(q))).
Joukko T on äärellinen yhdiste konvekseista monikulmioista, joiden dimensio on enintään
i − n. Koska lineaariset kuvaukset eivät nosta dimensiota, joukko f(T ) ∩ ∆+ on myös
äärellinen yhdiste konvekseista monikulmiosta, joiden dimensio on enintään i−n. Siis jos
n + 1 > i − n, niin on olemassa piste p ∈ ∆+, joka ei kuulu joukkoon f(T ). Näin ollen
f−1(p) ∩ T = ∅, jos i ≤ 2n. Tällöin voidaan valita joukon pi(f−1(q)) ympäristö U ⊂ I i−1,
joka ei leikkaa joukkoa pi(f−1(p)). Näin ollen voidaan valita kuvaus ϕ : I i−1 → [0, 1), jonka
kantaja on joukossa U , ja jonka kuvaajan alle f−1(q) jää. Tämä kuvaus toteuttaa väitteen
ehdot, mikä todistaa kuvauksen pii(C
n+1
+ , S
n)→ pii(Sn+1, Cn+1− ) surjektiivisuuden.
Injektiivisyys todistetaan vastaavalla tavalla. Olkoon
f ∈ F i(Cn+1+ , Sn, e1)
siten, että j∗([f ]) = 0. Tällöin on siis olemassa homotopia
h : (I i, ∂I i, J i−1)× [0, 1]→ (Sn+1, Cn+1− , e1),
jolla h0 = j ◦ f ja h1 = ce1 . Kuten yllä, muodostetaan kuvaus ϕ : I i−1 × I → [0, 1), jonka
kuvaaja erottaa joukot h−1(q) ja h−1(p). Tämä onnistuu, jos i + 1 ≤ 2n eli i ≤ 2n − 1.
Typistämällä h kuvaajan yläpuoliseen osaan nähdään, että f on nollahomotooppinen myös
kolmikossa (Sn+1 \ {q}, Sn+1 \ {p, q}, e1), ja siten myös kolmikossa (Cn+1+ , Sn, e1). Siis j∗
on injektio, jos i ≤ 2n− 1.
Lause 6.10. Suspensio S : pii(S
n) → pii+1(Sn+1) on isomorﬁsmi, kun i < 2n − 1 ja
surjektio, kun i = 2n− 1.
Todistus. Lemman 6.5 nojalla suspensio S on yhdiste kolmesta kuvauksesta, joista kaksi
olivat isomorﬁsmeja ja keskimmäinen on ylläolevan lemman kuvaus j. Siis S on isomor-
ﬁsmi, kun i+ 1 < 2n eli i < 2n− 1 ja surjektio, kun i+ 1 = 2n, eli i = 2n− 1.
Yllä oleva lause pätee yleisemminkin kaikille CW-komplekseille:
Lause 6.11. Olkoon X (n − 1)-yhtenäinen CW-kompleksi. Suspensio S : pii(X) →
pii+1(SX) on isomorﬁsmi, kun i < 2n− 1 ja surjektio, kun i = 2n− 1.
Todistus. Allen Hatcher: Algebraic Topology, 4.24.
Lause 6.12. pii(S
n) = 0, kun i < n.
Todistus. Freudenthalin suspension avulla saadaan jono isomorﬁsmeja
pi1(S
n−i+1)→ pi2(Sn−i+2)→ · · · → pii(Sn)→ · · ·
Koska n− i+ 1 > 1, niin pi1(Sn−i+1) = 0. Siis pii(Sn) = 0, kun i < n.
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Yleisesti, jos X on CW-kompleksi, jonossa
pii(X)→ pii+1(SX)→ · · · → pii+n(SnX)→ · · ·
kaikki loppupään ryhmät ovat isomorﬁsia. Tätä ryhmää kutsutaan avaruuden X i:nneksi
stabiiliksi homotopiaryhmäksi ja merkitään pisi (X). Erityisesti pallon tapauksessa ryhmät
pii(S
0)→ pii+1(S1)→ · · · → pii+n(Sn)→ · · ·
ovat isomorﬁsia ryhmästä pii+(i+2)(S
i+2) alkaen. Pallon tapauksessa merkitään myös ly-
hyemmin pisi (S




Tutkitaan seuraavaksi Hopﬁn kuvausta p : S3 → S2. Tämä kuvaus oli ensimmäinen ku-
vaus korkeampiulotteiselta pallolta matalampiulotteiselle, joka ei ole nollahomotooppinen.
Tämä osoittaa, että pi3(S
2) 6= 0, joten homotopiaryhmät eivät ole kaikissa tapauksissa iso-
morﬁsia homologiaryhmien kanssa.
Määritelmä 7.1. Säiekimppu (E, p,B, F ) koostuu kimppuavaruudesta E, kanta-avaruu-
desta B, säikeestä F ja kimppuprojektiosta p : E → B, joilla
(i) kaikilla pisteillä x ∈ B pätee F ≈ p−1(x)
(ii) kaikilla pisteillä x ∈ B on olemassa ympäristö V siten että on olemassa homeomorﬁsmi
φ : V × F → p−1(V ) siten, että pφ(x′, y) = x′ kaikilla x′ ∈ V ja y ∈ F .
Esimerkkejä 7.2. (1) Triviaali esimerkki säiekimpuista on tuloavaruusX×Y ja projektio
p : X × Y → X. Tällöin säie on Y ja jokaisella x ∈ X voidaan valita V = X ja
φ : X × Y → p−1(V ) olemaan identtinen kuvaus. Selvästi pφ(x′, y) = x′ kaikilla x′ ∈ X ja
y ∈ Y .
(2) Möbiuksen nauha. Esitetään Möbiuksen nauha M muodossa I2/ ∼, missä ∼ sa-
maistaa pisteet (0, t) ja (1, 1− t) keskenään kaikilla t ∈ I. Möbiuksen nauha voidaan luon-
nollisesti projisoida ympyrälle S1 = I/{0, 1} kuvauksella p : M → I/{0, 1}, p([x, y]) = [x].
Tällöin pisteen [x] ∈ S1 alkukuva on {x}× I ja ympäristöksi V voidaan valita esimerkiksi
mikä tahansa [x] sisältävä avoin väli, jolloin ympäristön V alkukuva on Möbiuksen nauhan
pätkä, joka on homeomorﬁnen joukon V × I kanssa. Siis (M, p, S1, I) on säiekimppu.
Määritelmä 7.3. Kuvauksella p : E → B on homotopiannosto-ominaisuus avaruuden X
suhteen, jos jokaista kuvausta f : X → E ja homotopiaa H : X× I → B, jolle H0 = p◦f ,
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kohti on olemassa homotopia F : X × I → E, jolla F0 = f ja p ◦ F = H.











Kuvaus p on ﬁbraatio, jos sillä on homotopiannosto-ominaisuus kaikkien avaruuksienX
suhteen, ja heikko ﬁbraatio, jos sillä on homotopiannosto-ominaisuus kaikkien kuutioiden
In suhteen.
Olkoon kuvauksella p : E → B on homotopiannosto-ominaisuus avaruuden X suhteen
ja pari (Y,A) homeomorﬁnen parin (X × I,X × {0}) kanssa. Homotopiaa nostettaessa
kuvaus f : X ×{0} → E jatketaan siis kuvaukseksi F : X × I → E siten, että kuvauksen
yhdiste kuvauksen p kanssa säilyy samana kuin kuvaus H. Näin ollen, jos f : A → E ja
H : Y → B, jolle H|A = p ◦ f , niin kuvaukselle f voidaan myös löytää jatko F : Y → E,
jolla F |A = f ja p ◦ F = H.
Määritelmä 7.4. Olkoon A ⊂ X. Sanotaan, että A on avaruuden X retrakti, jos on
olemassa kuvaus r : X → A, jolla r|A = idA.
Lemma 7.5. Olkoon n > 0 ja X = In+1 ja A = (In × 0) ∪ (∂In × I) ⊂ X, eli A on
avaruuden X pohjasta ja kyljistä muodostuva kuppi. Nyt A on avaruuden X retrakti.
Todistus. Olkoon piste p = (1
2
, . . . 1
2
, 2). Määritellään kuvaus r jokaisella x ∈ X seuraavas-
ti: Olkoon l suora, joka kulkee pisteiden p ja x kautta. Suora leikkaa joukkoa A yhdessä
pisteessä. Määritellään r(x) olemaan tämä piste. Huomataan, että kun x1 ja x2 ovat lä-
hekkäin, myös suorat ja siten kuvapisteet ovat lähekkäin. Siis r on jatkuva. Esimerkiksi








x2−2 , 0), kun x2 ≤ 4x1 ja x2 ≤ 4− 4x1
(0, 2 + x2−2
2x1−1), kun x2 ≥ 4− 4x1.
Lause 7.6. Säiekimpun projektio on heikko ﬁbraatio.
Todistus. Olkoot f : In → E ja H : In× I → B siten, että H0 = p ◦ f . Valitaan jokaiselle
x ∈ B ympäristö Vx ja homeomorﬁsmi φx : Ux × F → p−1(Vx) kuten määritelmässä 7.1.
Tällöin {H−1(Vx) : x ∈ B} on kompaktin metrisen avaruuden In × I avoin peite, joten
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sillä on Lebesguen luku λ > 0. Jaetaan kuutio In koordinaattiakseleiden suuntaisesti
pikkukuutioihin K ja väli I osaväleihin 0 = t0 < t1 < . . . < tk = 1 siten, että kunkin
joukon K × [ti, ti+1] halkaisija on pienempi kuin λ.
Olkoon H nostettu kuvaukseksi G joukolla In × [0, ti] siten, että G|In × 0 = f . Jat-
kamme noston joukolle In × [0, ti+1] pikkukuutio K kerrallaan induktiolla luvun dimK
suhteen. Jos dimK = 0, valitaan Vx siten, että H(K× [ti, ti+1]) ⊂ Vx. Koska p◦G(K, ti) =
H(K, ti) ∈ Vx, niin G(K, ti) ∈ p−1(Vx). Määritellään
G(K, t) = φx(H(K, t), pr2 ◦ φ−1x ◦G(K, ti))
kaikilla t ∈ [ti, ti+1]. Koska G(K, ti) ∈ p−1(Vx), niin φ−1x ◦ G(K, ti) ∈ Vx × F on hyvin
määritelty ja pr2 ◦ φ−1x ◦ G(K, ti) ∈ F . Koska H(K, t) ∈ Vx, kun t ∈ [ti, ti+1], niin myös
G(K, t) on hyvin määritelty. Kaikki kaavan funktiot ovat jatkuvia, joiten G on jatkuva
joukossa K × [ti, ti+1].
Oletetaan, että G on jo määritelty kuutioilla L× [ti, ti+1] kun dimL < dimK. Valitaan
x siten, että H(K× [ti, ti+1]) ⊂ Vx. Nyt G on jo määritelty joukolla A = (K× ti)∪ (∂K×
[ti, ti+1]). Lemman 7.5 nojalla on olemassa retraktio ρ : K × [ti, ti+1] → A. Määritellään
siis
G(k, t) = φx(H(k, t), pr2 ◦ φ−1x ◦G ◦ ρ(k, t))
kaikilla k ∈ K ja t ∈ [ti, ti+1]. Nyt ρ(k, t) ∈ A ja koska kaikilla (k′, t′) ∈ A pätee p ◦
G(k′, t′) = H(k′, t′) ∈ Vx, niin G ◦ ρ(k, t) ∈ p−1(Vx). Kuten edellä, G on siis hyvin
määritelty ja jatkuva joukossa K × [ti, ti+1].
On siis saatu määriteltyä nosto G pikkukuutiolla K. Jatkamalla pikkukuutio K ja väli
[ti, ti+1] kerrallaan saadaan aikaiseksi nosto G : I
n × I → E. Konstruktion nojalla tämä
nosto on jatkuva jokaisessa suljetussa kuutiossa K×[ti, ti+1] ja yhtyy näiden leikkauksissa,
joten G on jatkuva.
Olkoon p : E → B heikko ﬁbraatio. Olkoon e0 ∈ E, b0 = p(e0) ∈ B ja F = p−1(b0).
Tällöin kuvaus p ja inkluusio i : F → E indusoivat kuvaukset p∗ : pin(E, e0) → pin(B, b0)
ja i∗ : pin(F, e0)→ pin(E, b0). Pyritään muodostamaan kuvaus δ : pin+1(B, b0)→ pin(F, e0),
jolla ﬁbraation homotopiajono
· · · p∗−→ pin+1(B, b0) δ−→ pin(F, e0) i∗−→ pin(E, e0) p∗−→ pin(B, b0) δ−→ · · · i∗−→ pi0(E, e0)
on eksakti. Parin (E,F ) avulla saadaan muodostettua eksakti jono
· · · j∗−→ pin+1(E,F, e0) ∂−→ pin(F, e0) i∗−→ pin(E, e0) j∗−→ pin(E,F, e0) ∂−→ · · · .
Havaitaan, että ﬁbraation homotopiajonossa ryhmä pin(E,F, e0) vaihtuu ryhmäksi pin(B, b0).
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Lause 7.7. Olkoon p : E → B heikko ﬁbraatio. Olkoot e0, b0 ja F kuten yllä ja q :
(E,F, e0)→ (B, b0) sama kuvaus kuin p. Tällöin q∗ : pin(E,F, e0)→ pin(B, b0) on bijektio,
kun n > 0 ja siten isomorﬁsmi, kun n > 1.
Todistus. Surjektio: Olkoon [f ] ∈ pin(B, b0), eli f : (In, In−1, Jn−1) → (B, b0, b0). Olkoon
g′ : Jn−1 → E, jolla g′(x) = e0 kaikilla x ∈ Jn−1. Koska (In, Jn−1) ≈ (In, In−1), niin
g′ voidaan jatkaa kuvaukseksi g : In → E, jolla q ◦ g = f . Koska f(In−1) = b0, niin
g(In−1) ⊂ F . Siis g ∈ F n(E,F, e0) ja q∗([g]) = [f ].
Injektio: Olkoot [f ], [g] ∈ pin(E,F, e0), joilla q∗([f ]) = q∗([g]), eli on olemassa homoto-
pia Ht ∈ F n(B, b0), jolla H0 = q ◦ f ja H1 = q ◦ g. Olkoon
T = (In × {0}) ∪ (Jn−1 × I) ∪ (In × {1}).
ja määritellään kuvaus G′ : T → E asettamalla
G′(z, t) =

f(z) kun z ∈ In ja t = 0
e0 kun z ∈ Jn−1 ja t ∈ I
g(z) kun z ∈ In ja t = 1.
Tällöin p ◦ G′ = H|T . Koska (In+1, T ) ≈ (In+1, Jn) ≈ (In+1, In), niin kuvaus G′ voidaan
jatkaa kuvaukseksi G : In × I → E, jolla p ◦ G = H. Koska H(In−1 × I) = b0, niin
G(In−1 × I) ⊂ F . Siis Gt ∈ F n(E,F, e0) kaikilla t ∈ I, joten [f ] = [g].
Lause 7.8. Olkoon δ = ∂ ◦ q−1∗ . Tällöin ﬁbraation homotopiajono
· · · p∗−→ pin+1(B, b0) δ−→ pin(F, e0) i∗−→ pin(E, e0) p∗−→ pin(B, b0) δ−→ · · · i∗−→ pi0(E, e0)
on eksakti.
Todistus. Kuvaus p∗ voidaan esittää muodossa p∗ = q∗ ◦ j∗, missä j : (E, e0)→ (E,F, e0)
on inkluusio. Tällöin kaavio
pin(F, e0)





δ // pin−1(F, e0)






kommutoi. Koska kolmikon homotopiajono on eksakti ja q∗ on isomorﬁsmi, niin
Im(i∗) = Ker(j∗) = Ker(q∗ ◦ j∗) = Ker(p∗),
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Im(p∗) = Im(q∗ ◦ j∗) = q∗(Im(j∗)) = q∗(Ker(∂)) =
(q−1∗ )
−1(Ker(∂)) = Ker(∂ ◦ q−1∗ ) = Ker(δ) ja
Im(δ) = Im(∂ ◦ q−1∗ ) = Im(∂) = Ker(i∗).
Siis ﬁbraation homotopiajono on eksakti.
Esimerkki 7.9. Fibraation homotopiajono antaa toisen keinon todistaa, että pin(S
1) = 0,
kun n ≥ 2.. Tutkitaan säiekimppua (R, p, S1,Z), missä p(x) = e2piix. Tällöin saadaan jono
· · · i∗−→ pin(R, 0) p∗−→ pin(S1, e1) δ−→ pin−1(Z, 0) · · · .
Koska pin(R, 0) = 0 kaikilla n ≥ 0 ja pin(Z, 0) = 0 kaikilla n ≥ 1, niin pin(S1, e1) = 0
kaikilla n ≥ 2.
Määritellään Hopﬁn kuvaus p : S3 → S2 seuraavasti. Avaruus S3 voidaan esittää
pareina z = (z1, z2) ∈ C2 ≈ R4, joilla normin neliö |z|2 = z1z1 + z2z2 = 1. Avaruus S2
voidaan puolestaan esittää kompleksisena projektiivisena suorana, eli pareina [z1, z2] 6=
[0, 0], missä [z1, z2] ∼ [λz1, λz2], kun λ ∈ C ja λ 6= 0. Asetetaan p(z1, z2) = [z1, z2].
Lause 7.10. (S3, p, S2, S1) on säiekimppu.
Todistus. Esitetään S1 niiden kompleksilukujen λ, joilla |λ| = 1, joukkona. Jos [z1, z2] ∈
S2, niin p−1[z1, z2] koostuu pisteistä (λ z1|z| , λ
z2
|z|), missä λ ∈ S1. Siis p−1[z1, z2] ≈ S1 kaikilla
[z1, z2] ∈ S2. Olkoot a = [1, 0] ja b = [0, 1] avaruuden S2 pisteitä. Tällöin U = S2 \ {a}
ja V = S2 \ {b} ovat avoimia ja muodostavat pallon S2 peitteen. Tällöin siis p−1(U) =
{(z1, z2) ∈ S3 : z2 6= 0}. Jokainen joukon U piste voidaan esittää muodossa [z1, 1] jollain
z1 ∈ C, joten voidaan määritellä kuvaus φU : U × S1 → p−1(U) kaavalla









Määritellään ψU : p


























niin p ◦ φU(u, λ) = u kaikilla u ∈ U ja λ ∈ S1. Samoin voidaan määritellä kuvaus φV :
V × S1 → p−1(V ), jolla on vastaavat ominaisuudet. Koska U ja V muodostavat peitteen,
jokaisella pisteellä on säiekimpun määritelmän vaatima ympäristö. Siis (S2, p, S3, S1) on
säiekimppu.
Hopﬁn kuvauksen avulla saadaan siis eksakti jono
· · · → pin+1(S2)→ pin(S1)→ pin(S3)→ pin(S2)→ · · ·
Lause 7.11. pi2(S
2) ∼= Z.
Todistus. Lauseen 6.12 nojalla pi2(S
3) = pi1(S
3) = 0, joten yllä olevasta eksaktista jonosta
saadaan osajono
0→ pi2(S2)→ pi1(S1)→ 0
Koska pi1(S
1) ∼= Z niin pi2(S2) ∼= Z.
Korollaari 7.12. pin(S
n) ∼= Z kaikilla n > 0.
Todistus. Tapaukset n = 1, 2 on jo todistettu. Freudenthalin suspension avulla saadaan
jono
pi1(S
1)→ pi2(S2)→ pi3(S3)→ · · · ,
missä kuvaukset ovat isomorﬁsmeja kuvauksesta pi2(S
2) → pi3(S3) lähtien lauseen 6.10
nojalla. Siis pin(S
n) ∼= pi2(S2) ∼= Z kaikilla n > 2.
Identtisen kuvauksen luokka on ryhmän pi1(S
1) virittäjä ja jos f : Sn → Sn on identti-
nen, niin myös Sf : Sn+1 → Sn+1 on määritelmän nojalla identtinen. Siis suspensio S vie
identtisen kuvauksen luokan identtisen kuvauksen luokalle, joten ryhmän pin(S
n) virittäjä
on identtisen kuvauksen luokka, kun se ajatellaan kuvausten Sn → Sn luokkien ryhmänä.
Pallojen homotopiaryhmät ovat siis isomorﬁsia homologiaryhmien kanssa, kun i ≤ n,
eli ensimmäisiin epätriviaaleihin homotopiaryhmiin asti. Yleisemmin kaikille avaruuksille
pätee Hurewiczin lause:
Lause 7.13. Oletetaan, että avaruus X on (n − 1)-yhtenäinen, eli pii(X) = 0 kaikilla
i < n. Tällöin vastaavasti homologiaryhmillä H0(X) = Z ja Hi(X) = 0 kaikilla 0 < i < n.
Lisäksi pin(X) ∼= Hn(X). Samoin, jos pari (X,A) on (n − 1)-yhtenäinen ja A yhdesti
yhtenäinen ja epätyhjä, niin Hi(X,A) = 0 kaikilla i < n ja pin(X,A) ∼= Hn(X,A).
Todistus. Hu: Homotopy Theory, V.4.4.
Lause 7.14. pin(S
2) ∼= pin(S3) kaikilla n > 2. Erityisesti siis pi3(S2) ∼= Z.
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Todistus. Lauseen 3.9 nojalla pin(S
1) = 0 kaikilla n > 1, joten yllä olevasta eksaktista
jonosta saadaan eksaktit jonot
0→ pin(S3)→ pin(S2)→ 0.
Siis p∗ : pin(S3)→ pin(S2) on isomorﬁsmi, kun n > 2.
Kun pi3(S
3) ajateltiin kuvausten S3 → S3 homotopialuokkien ryhmänä, identtisen
kuvauksen luokka oli sen virittäjä. Koska yllä olevan lauseen isomorﬁsmissa virittäjä vie-
dään virittäjälle, Hopﬁn kuvaus on ryhmän pi3(S
2) virittäjä, kun pi3(S
2) ajatellaan ku-
vausten S3 → S2 homotopialuokkien ryhmänä. Freudenthalin suspensiolauseen mukaan
S : pi3(S
2)→ pi4(S3) on surjektio, joten Hopﬁn kuvauksen suspensio Sp : S4 → S3 virittää
ryhmän pi4(S
3). Tutkitaan tätä kuvausta.
Lause 7.15. Sp+ Sp on nollahomotooppinen. Siis pi4(S
3) on joko Z2 tai 0.
Todistus. Olkoon S3 jälleen avaruuden C2 yksikköympyrä ja S2 = C ∪ {∞}. Kuvaus p :
S3 → S2 voidaan tällöin vaihtoehtoisesti esittää muodossa p(z1, z2) = z1/z2. Määritelmän
nojalla alkion [Sp] vasta-alkio on kuvauksen −Sp : S4 → S3 homotopialuokka, missä
−Sp(x1, . . . , x4, x5) = Sp(x1, . . . , x4,−x5) kaikilla x ∈ S4.
Kun määritellään t4 : S
4 → S4 olemaan viimeisen koordinaatin peilaus, niin −Sp =
Sp◦ t4. Väitteen osoittamiseksi on osoitettava, että [Sp] = [−Sp], eli Sp ∼ Sp◦ t4. Olkoot
kuvaukset g : S3 → S3 ja r : S2 → S2 määritelty kaavoilla g(z1, z2) = (z1, z2) ja r(z) = z.
Tällöin p ◦ g = r ◦ p. Koska g on kahdesti tehty peilaus, se on itse asiassa kierto. Näin
ollen se on homotooppinen identtisen kuvauksen kanssa, joten p ∼ p ◦ g = r ◦ p.
Suspension ottaminen kuvauksista säilyttää homotooppisuuden. Siis Sp ∼ S(r ◦ p) =
Sr ◦Sp. Havaitaan, että kaksi peilausta voidaan muuttaa toisikseen jonkin kierron avulla,
joten Sr on homotooppinen minkä tahansa peilauksen kanssa, joka pitää kantapisteen e1
paikallaan. Yksi tällainen peilaus on t3 : S
3 → S3, joka peilaa viimeisen koordinaatin.
Tällöin siis Sr ∼ t3, joten Sp ∼ t3 ◦ Sp.
Määritelmän mukaisesti Sp on siis kuvaus SS3 → SS2, jolla
Sp([x, t]) = [p(x), t], missä x ∈ S3 ja t ∈ [−1, 1].
Näin ollen Sp(x,−t) = −Sp(x, t), joten t3 ◦ Sp = Sp ◦ t4. Siis Sp ∼ Sp ◦ t4.




n) ∼= Z2 kaikilla n ≥ 3.
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Todistus. Yllä olevan nojalla pi4(S
3) ∼= Z2 ja Freudenthalin suspensiolauseen nojalla sus-
pensiot
pi4(S




Todistus. Lauseen 7.14 nojalla pi4(S
2) ∼= pi4(S3).
Pyritään määrittelemään vastaavanlaiset kuvaukset S7 → S4 ja S15 → S8. Näistä saa-
tavien eksaktien jonojen avulla saadaan jonkin verran informaatiota kyseisten pallojen
homotopiaryhmistä, mutta toisin kuin kuvauksen tapauksessa S3 → S2, yhtään tuntema-
tonta ryhmää ei pystytä laskemaan, vaan tulokset ovat vain suhteita eri homotopiaryhmien
välillä.
Määritelmä 7.18. Kvaterniot ovat järjestettyjä pareja kompleksilukuja (c1, c2), joilla
yhteenlasku on määritelty koordinaateittain ja kertolasku kaavalla
(c1, c2)(d1, d2) = (c1d1 − d2c2, d2c1 + c2d1).
Kvaternion konjugaatti määritellään olemaan (c1, c2) = (c1,−c2).
Oktoniot puolestaan ovat järjestettyjä pareja kvaternioita (c1, c2), joilla yhteenlasku on
myös määritelty koordinaateittain ja kertolasku samoin kuin kvaternioiden tapauksessa.
(p1, p2)(q1, q2) = (p1q1 − q2p2, q2p1 + p2q1).
Avaruus S2 voitiin esittää myös muodossa S2 = C ∪ {∞}. Tällöin Hopﬁn kuvaus
p : S3 → S2 voitiin esittää muodossa p(z1, z2) = z1/z2. Vaihtamalla kompleksilukujen
tilalle kvaterniot tai oktoniot saadaan kuvaukset p2 : S
7 → S4 ja p3 : S15 → S8.
Lause 7.19. (S4, p, S7, S3) ja (S8, p, S15, S7) ovat säiekimppuja.
Todistus. Steenrod: The Topology of Fibre Bundles, 20.4. ja 20.6.
Saadaan siis eksaktit jonot
· · · → pin+1(S4)→ pin(S3)→ pin(S7)→ pin(S4)→ · · ·
· · · → pin+1(S8)→ pin(S7)→ pin(S15)→ pin(S8)→ · · ·
Pyritään osoittamaan, että pin(S
4) ∼= pin−1(S3)⊕ pin(S7) ja pin(S8) ∼= pin−1(S7)⊕ pin(S15).
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Lemma 7.20. Oletetaan, että Abelin ryhmien välinen jono
0→ A f−→ B g−→ C → 0.
on eksakti, ja että on olemassa homomorﬁsmi s : C → B, jolla g ◦ s = id. Tällöin
B ∼= A⊕ C.
Todistus. Määritellään kuvaus α : A⊕ C → B kaavalla α(a, c) = f(a) + s(c). Oletetaan,
että α(a, c) = α(a′, c′). Koska Imf ⊂ Kerg, niin
c = g(s(c)) = g((f(a) + s(c)) = g((f(a′) + s(c′)) = g(s(c′)) = c′.
Siis s(c) = s(c′), joten f(a) = f(a′), mutta jonon eksaktisuudesta seuraa, että f on
injektio, joten a = a′. Siis α on injektio. Oletetaan, että b ∈ B. Tällöin b−s(g(b)) ∈ Kerg,
joten on olemassa a ∈ A, jolla f(a) = b − s(g(b)). Siis α(a, g(b)) = f(a) + s(g(b)) =
b, joten α on surjektio. Koska B on Abelin ryhmä, α(a, c) + α(a′, c′) = α(a + a′, c +
c′) ja α(−a,−c) = −α(a, c). Lisäksi α(0, 0) = 0, joten α on homomorﬁsmi. Siis α on
isomorﬁsmi.
Lause 7.21. Kaikilla n > 1 pätee
pin(S
4) ∼= pin−1(S3)⊕ pin(S7)
pin(S
8) ∼= pin−1(S7)⊕ pin(S15)
Todistus. Lauseen 7.7 nojalla pin(S
4) ∼= pin(S7, S3). Tutkitaan siis jonoa
· · · → pin+1(S7, S3)→ pin(S3)→ pin(S7)→ pin(S7, S3)→ · · ·
Koska pi3(S
7) = 0, niin i(S3) on kutistuva avaruudessa S7. Siis i∗ : pin−1(S3)→ pin(S7) on
nollakuvaus kaikilla n > 0. Pitkästä eksaktista jonosta saadaan siis lyhyt eksakti jono
0→ pin(S7)→ pin(S7, S3)→ pin−1(S3)→ 0.
Olkoon H : S3×[0, 1]→ S7 homotopia, jolla H0 = i ja H1 = ce1 . Olkoon f ∈ F n−1(S3, e1).
Määritellään Hf ∈ F n(S7, S3, e1) kaavalla
(Hf)(t1, ..., tn) = H(f(t1, ..., tn−1), tn).
TällöinH indusoi homomorﬁsminH∗ : pin−1(S3)→ pin(S7, S3). Lisäksi, koska (Hf)|In−1 =
f , niin ∂ ◦H∗ = id, joten pin(S4) ∼= pin(S7, S3) ∼= pin−1(S3)⊕ pin(S7).
Jälkimmäinen isomorﬁsmi todistetaan samalla tavalla.










• pii(S1) = 0, kun i > 1
• pii(Sn) = 0, kun i < n
• pin(Sn) = Z
• pi3(S2) = Z
• pi4(S2) = pi4(S3) = Z2 tai 0
• pin+1(Sn) = Z2 tai 0 kaikilla n ≥ 3.
• pii(S2) = pii(S3), kun i > 2
• pii(S4) ∼= pii−1(S3)⊕ pii(S7)
• pii(S8) ∼= pii−1(S7)⊕ pii(S15)
• Freudenthalin lause: Suspensio S : pii(Sn) → pii+1(Sn+1) on isomorﬁsmi, kun i <
2n− 1 ja surjektio, kun i = 2n− 1.
Yllä olevat tulokset ovat vielä suhteellisen yksinkertaisia, eivätkä saadut ryhmätkään
näytä kovin monimutkaisilta. Tutkittaessa suurempiasteisia ryhmiä tulokset alkavat kui-
tenkin näyttää huomattavasti kaoottisemmilta. Seuraavassa taulukossa on listattu joitain
korkeampiasteisia pallojen homotopiaryhmiä pii(S
n).
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n\i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 Z 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 Z Z Z2 Z2 Z12 Z2 Z2 Z3 Z15 Z2 Z2 × Z2
3 0 0 Z Z2 Z2 Z12 Z2 Z2 Z3 Z15 Z2 Z2 × Z2
4 0 0 0 Z Z2 Z2 Z× Z12 Z2 × Z2 Z2 × Z2 Z24 × Z3 Z15 Z2
5 0 0 0 0 Z Z2 Z2 Z24 Z2 Z2 Z2 Z30
6 0 0 0 0 0 Z Z2 Z2 Z24 0 Z Z2
7 0 0 0 0 0 0 Z Z2 Z2 Z24 0 0
8 0 0 0 0 0 0 0 Z Z2 Z2 Z24 0
Ryhmien välillä ei näyttäisi olevan kovinkaan paljon säännönmukaisuutta lukuunotta-
matta esimerkiksi Hopﬁn kuvauksen antamaa pii(S
8) ∼= pii−1(S7) pienillä i ja Freudenthalin
lauseen antamaa ryhmien vakiintumista diagonaalisesti.
Jonkinlaista säännönmukaisuutta kuitenkin esiintyy, kun tutkitaan stabiilien homoto-
piaryhmien p-komponentteja alkuluvulla p. Nämä ovat aliryhmiä niistä alkioista x, joiden
kertaluku jokin luvun p potenssi, eli joilla pkx = 0. Enemmän stabiileista homotopiaryh-
mistä löytyy kirjasta Hatcher: Algebraic Topology.
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